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» Ricostruzione 3D
« Catena cinematica

» La cinematica diretta

A.A. 2022-2023 2/40 http:\\borghese.di.unimi.it\




Calibrazione, Proiezione e Ricostruzione “Z

. My, (X = Xo) +my, (Y =Yo)+my, (Z - 2Z,)
m13(x - Xo) + m23(Y 7Y0) + m33(z 720)

X—Xo+ F(X, ¥, X%, Yo) =—F

. le(X — Xo) + mzz(Y _Yo) + maz(z _Zo)
My (X = Xo) + My (Y =Yg) + My (Z —Z,)

Y =Yoo+ (X, ¥, X, ¥o) =— T

B

f 0 x
p=KMAP=HP K{g ; yj Az[i H
\

\ Parametri esterni (4x4)
3 attori:

P tri interni (3x3
A) | punti nello spazio 3D: {P(X,Y,2)} arametri interni (3x3)
B) I punti misurati sul piano immagine {p(x,y,f)}
C) | parametri {X, Y¢, Z, mij(oa,¢, K), T, X, Yoo {anu3 {apy}}

3 problemi:
A) + B) - C) Determinazione dei parametri del modello proiettivo (calibrazione).
B) + C) > A) Ricostruzione (ray intersection, VR).
A) + C) - B) Proiezione (augmented reality).
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Dal 2D al 3D Al

Figura 2.6 Il problema della ricostruzione 3D.

Nello spazio 3D esistono oo!
punti compatibili con b

Soluzione: Stereoscopia
Sono tutti i punti nello spazio Visione attraverso una coppia di sensori
3D, {X,Y,Z} sullarettaperbe O

Ob identifica una retta
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B
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3D basato su stereo-disparita

P * O, - O, = baseline
® {a,, a,} coppia di assi ottici
3 * X, + X, = d = stereo disparita

i 3 . AN
2 4
.-': . Q . a a III f\\
= { X X
P o | P r
W . ®
o) 3 B S X X
S f 5 % 7
& . ' i . X N /
H [} j} f,l
S P \/
I, LT I X, 'z X /
Lt P4 olip P | Af
¢ ® -—- R S
0, 0’ 0' WeTETe B e > 0

e |

@ Z/T=f/d=f/(x+x) ®
Nel sistema visivo umano, T rappresenza (approssimativamente) la distanza interpupillare,
che viene regolata nei visori di VR sull’Utente.
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Risoluzione nella profondita i
P +0, — O, = baseline
bt {a,, %} coppia di assi ottici
= * X, + X, = d = stereo disparita
i n 4
T X
P &g
@ :
L -
], J K 4 x, iz X,
p, q, P, : q, c :,- P, i D, ._4. c, Af
é ! ; . i
o, 0 AUV, SR >0
1 T r
(@) (b)
Z/T=1/d d=fT/Z Ad/IAZ =-fT/2Z2
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2
Dal 2D al 3D nel caso generale 1

m11(x — Xc)+m12(Y *Yc)+m13(z *Zc)
Myy (X = X )+ Mg, (Y =Ye ) + My (2 - Z¢)
m21(x — Xc)+m22(Y —YC)+m23(Z _Zc)
m31(x - Xc)+m32(Y _Yc)+m33(z _Zc)

Xa=Xo+T*

Ya=Yo+f*

\ zo=f
|

(Ophual axis 5
1
|

Invertiamo le Equazioni di collinearita
P(X,Y.Z) => p(xy, f)

—>
pix. ¥, f) => P(X,Y, 2)
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Dal 2D al 3D

[Mg (X-X)+M3o(Y-Y ) +Mgy(Z-Z)]*(X-X0)=
My (X-X)+my(Y-Y¢) +my5(Z-Z)]

[Mgy (X-X)+mgy(Y-Y ) +Myy(Z-Z)*(Y-Yo)=
LMy (X-X)+myy(Y-Y ) +Mys(Z-Z0)]

p(x,y) =>P(X,Y,Z)

Sono 2 equazioni lineari in 3 incognite X,Y,Z:
o [Mgy(X%g) - Ty ]*X + [Mgy(X-Xg) - TMp]*Y + [Mgg(X-Xo) - fmys]*Z =
[Mg(X-Xg) - fMyq]* X + [Mgy(X-X) - fMp]*Y o + [My3(X-Xo) - fMy3]*Z
o [Mgy(X%g) — fmy X+ [Mgy(X-Xg) — fMp,]*Y + [My3(X-Xo) — fMy]*Z =
[Mg; (X-Xg) — M, 1* X + [Mgp(X-Xg) — Myl *Y ¢ + [Mgg(X-Xg) — TMye]*Zc

Le equazioni di collinearita individuano percio 2 piani:

e uX+bY+cZ=d,

e aX+hY+c,Z=d,

Lintersezione dei 2 piani mi da la retta di proiezione Op nello spazio 3D.
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- - - A0
Ricostruzione stereoscoplca
YA
/"p A
o e 3 2 coppie di immagini > 2 coppie di
_ equazioni di collinearita
B {pa(xy) <==>py(x.y)}
4 equazioni in 3 incognite:
[P1(x.y) | P2(x.Y)] => P(XY2).
Figura 2.6 Il problema della ricostruzione 3D.
Equazioni di collinearita per due video-camere:
i X+tbin Y+einiZ=din,
Wi Xtbn1 Y+ Coni Z=0y 1
v, X+tbin, Y +CineZ=dim,
U Xtbn, Y +Cone 2=y,
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- . . . nk
Soluzione di un sistema lineare g 1
Z
/.p A
-
4 equazioni in 3 incognite:
[Pa(x.Y) | po(xy)] => P(XYZ).
Figura 2.6 Il problema della ricostruzione 3D
* Yy X+biri Y+eniZ=diry
® a1 Xty Y+ Cmi Z=dy 1y 1 equazione di troppo,
ey X+bin, Y+ G Z=diy, 3 equazioni in 3 incognite

AP =[d; 11 dy s dl,TVZ]T

= A-1 T
P=A [dl,TV1 d2,TV1 dl,TVZ]
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Ma il punto P non viene proiettato in p, p,




Ricostruzione - matrici

i D Cirna dirva X

A= Ay alpy alyy B— dorve P=|Y
R P dirvs 7
a21v2 anve Cotve darve

In forma matriciale: AP =B =>ATAP=ATB => P = (ATA)1ATB

Intersection error, iy

Py oy
sonstructed point = P

o Effetto dell’errore di misura: quanto vale P?
e Quando non ammette soluzioni?

Image target #2
age target #1

P1 ® . L4 P2
Camera perspective centers o
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costruzione - Ray intersection

Le equazioni di collinearita individuano individuano percio
una retta come intersezione di 2 piani:
« yX+bY+c,Z=4d,;
« aX+bY+c,Z=4d,
L’intersezione dei 2 piani mi da la retta di proiezione Op
nello spazio 3D.

Altra soluzione: equazioni in forma parametrica delle due rette:
Xy= Xtk X;= Xt ah P
Y=Y +tb k Y,=Y,+bh
Z,=Z,4+c Kk Z,=Z,+Cyh

Intersection error, ein
\ P2
Sonstructed point = P

Ming [(Xy-X)?+(Y1-Y ) +(Z,-Z,)7]
eCalcolo della distanza (funzione dei due parametri, h e k);

eMinimizzazione (funzione dei due parametri).
Image target #2

Ritrovo la stessa soluzione.

P=(ATA)LATB

38 ® .Dz

Camera perspective centers
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Riassunto P
» Ricostruzione 3D
» (Catena cinematica
» La cinematica diretta
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Cinematica di uno scheletro 2

Cinematica: descrizione del movimento indipendentemente dalle
cause che lo hanno generato.

Dobbiamo descrivere il movimento di tutti i punti dello scheletro

[P Ja— ceeps et g e DML




liberi di uno scheletro.

Per descrivere il movimento dello scheletro, occorre definire I’andamento
nel tempo dei suoi parametri liberi (e.g. rotazioni relative)

Curve di animazione: rappresentano I’andamento nel tempo dei parametri

il
?‘u.’u

Cinematica diretta

Conosco il valore dei joint
(angolo o offset) =» posizione .
ed orientamento dell’end- 2

point. (\

End-point o end-effector &
tipicamente il punto finale di
una catena cinematica.

{ Base } z

In VR e animazione, I’end-point &
qualsiasi punto dello scheletro
di interesse.

X

{ Tool }

effector solitamente nello spazio Cartesiano.

16/40

A.A. 2022-2023

La cinematica viene descritta come sequenza di rotazioni / traslazioni / scala
applicate ai singoli joint (relative) che hanno I’effetto di muovere 1’end-
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Convenzioni %

' Xp M Ny I Tx K Xp_
rYp - YR PYSR PP Ty er
' Z P r31 I"32 r33 Tz ) Z P d f‘f
_1_ _O 0 0 1__1_ na effector
P =cA P

Spesso si numera da 0
- root

Trasformazione
Frame di riferimento del frame e nel

root
del punto frame r
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Posizione dei segmenti (1) %
A2 eP=[0001
5 [ ]

. Punto P espresso nel frame dell’end-effector.
e

nd effector

Trasformiamo °P fino ad
esprimerlo nel sistema di
riferimento assoluto

S ={XYZ}: @sp,

X root
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%

PLLIp=PrLl AP =TI, 0,0, 1]T

nd effector

(1 0 0 ]
S v PLIA = 0100
0 01O
0 001
X - - root
Z
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Posizione dei segmenti (111) %
PLLIP=T1,0,0,1
e L ] |1C0.SOL
—l;sina
P1LOp= Ei_:‘i APLLIp = 0
1

A.A. 2022-2023

nd effector

cosae sina 0 O
—sinae cosaa 0 O
0 0 10
0 0 01
- - root
20/40 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Posizione dei segmenti dall’end-point  °

Al
cosa sina 0 |l cosa
o | —SINa cosa 0 —lsina| PLIO 5 PLIL A
e 0 0 1 0 ~ Pl em =
0 0 0 1
cosa sine 0 0| |1 0 0 I
—sino coso 0 0| |0 1 0 O
0 0 10 /0010
0 0 010 001
I, cosa cosa  sina 0 | cosa
~I;sina :Pl_L0p=PU: Aep = | —sina cosa 0 -lsina [0,0,0,1]7
0 0 1
1
0 0 0 1
AA. 2022-2023 21/40 http:\\borghese.di.unimi.it\
Esempio R
cosa sina 0 | cosa
Piop, = —sina cosa 0 -l sina
¢ 0 0 1 0
0 0 0 1
o =45° - q
2oz 2
2 2 t2
PLIOA = _Q Q 0 -l Q
e 2 2 t2
0 0 1 0
| 0 0 O 1 ]
S Y 2 oz, 2] W2
P1I0 2 2 b2
PLiop=""pAep _ | vz vz , ,vZ||0| =| 2
¢ T T2 =2 2 ) 12
X o o 1 o 0
o o o 1 1 1
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Posizione dei segmenti (1V) %

l,cosa+l,
Ac,@ -
PO_LOp= R0 A P1LOP = —l;sina
0
1
I, cosa
PLLOP = —lsina nd effector
0
1
1.0 0 I,]
S Y sa=lo o0 o
- 0 010
0 001
X - - root
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Posizione dei segmenti (V) %
o [ (I, cosa +1,)cos -1, sinasin B |
PO_ABSP:POTD%%A PO_LOP = —(IlcOSa+Io)sn;ﬁ—llsmacosﬁ
1

I,cos(a+ B)+l,cos 3 |

PO_LOP _ —l;sin(a+p)-l,sin g
0

nd effector

1
[ cos(B) sin(B) 0 O]
0o ABS —sin(f) cos(B) 0 O
AT o 0 10
X - 0 0 0 1_ root
an For.o03 R
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Posizione dei segmenti (VI) %

AVQ
ABS_ABSp jxgg:ﬁggA PO_ABSp —
l,cos(a+ pB)+1,cos f+T,
_ —lsin(a+p)—l,sin B+T,
0 gnd effector
1
100 Tx I, cos(a+B)+1,cos 3 |
0 1 0 T PO_ABSP = —l;sin(a+p)—l,sin 8
S ABS_ABS A = y 0
PO_ABSA = 0 0 1 0 1 ]
0 00 1
X - - root
Z
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Concatenando le trasformazioni _%
ABS_ABS
LA = MRARA PeaoA Ps nA PPA =
100T, cos(B) sin(B) 0 0O 100 I, cosa. sina 0 0 100 I
{g (1) 2 1(';‘| —sin(p) cos(8) 0 Ol {0 10 Ol -sino. cosa 0 0 0100
0 0 10 0010 0 0 0
000 1 0 0 01 000 1 0 031 ggé(l)

cos(e+ ) sin(a+pB) 0 I cos(a+pB)+1,cosB+T,
ABS ABSA — | —sin(a+ ) cosl@+B) O —lsin(a+pB)-l,sin B+T,
) 1
0

0 0 0
0 0 1

[1,cos(a+B)+1,cos f+T,
=l sin(a+p)—lysin f+T,
0

1 ATTXT

— PO_ABSp — ABS—ABi A P=[0001]
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A S_ABS
ABS_ABSP =% p ep =
l,cos(a+ pB)+1,cos f+T,
—lsin(a+p)—l,sin B+T,
0
1

cosl@+p) sin(a+p) 0 I cos(a+pB)+l,cosf+T,
—sin(a+B) cosl@+pB) 0 —lsin(a+p)-l,sin B+T,

S Y

A.A. 2022-2023

X

ABS_AB: A= 0 0 1 0
X 0 0 0 1
AA. 2022-2023 27140 http:\\borghese.di.unimi.it\
Esempio di calcolo della posizione 2

o =0; B =0 Braccio allineato come S

l,cos(a+ p)+1l,cos f+T, L +1,+T,
ABS_ABSP = =ksin(a+B)—l,sin B+T, _ T,
0 0
1 1

root
Tkl CDend effector
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Dall’end-effector alla base f

* [l movimento dell’end effector viene espresso in funzione della
geometria (lunghezze dei segmenti) e dei parametri liberi (rotazione
dei vari segmenti e posizione della radice).

« Le rotazioni vengono definite in un sistema di riferimento locale.

* Per ottenere la trasformazione delle coordinate dell’end-effector da
sistema locale a sistema globale occorre....

ABS ABSP = ['BARA THTA BHIA BA TATP
fattorizzare le matrici di trasformazione.

ABS_ABS _  ABS_ABS PO_ABS PO_I P1 P1
eA= PO_ABSA Po_I PlA P1A A
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Osservazioni sulle matrici di 4

trasformazione, A

Il numero di matrici di trasformazione concatenate cresce
spostandosi dall’end-effector alla base.

. . i cos(a+p) sin(@+p) 0 I cos(a+p)+l,cosf+T,
A ¢é funzione di: -sin(a+p) cosl@+p) 0 —lsin(a+pB)-l,sin f+T, z

- 0 0 1 0
*Geometria o o o .
«Parametri liberi

end
effector

ABS_ABS PO_ABS PO_IO PLI0 o P1I1
ABS—ABSP = [ Po:ABSA TDO_IOA PljoA Pl:IlA ‘eA]eP P

Ciascuna trasformazione e funzione o di un parametro
geometrico o di un parametro cinematico.

ABS_ABSP = ["B528A(T) "wRA( B)
oAl BRA(e) PA(L) ] P P,

A.A. 2022-2023 30/40 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Cosa rappresenta Al A

Rappresenta la trasformazione inversa: dalla base all’end-point

1)
ABS_ABS PO_ABS PO_IO P1_10 P1 11
ABS_ABSP = [25458 po0 A proA pinA AP
ABS ABS end
sA 1ABS_ABSPp = [ PO_ ABS E(Hg Ei "{ P1 IlA] ep ffect
| errector
(0
v, B
X
7 "
— -1 PLI0O A-1 PO_IO
eP— Pl—lé A 1 p1:|1A 1 El |0A POPABB A lABS ABS A 1ABS ABSP http:\\borghese.di.unimi.it\

Quante matrici di trasformazione? E

A1)

* Ad ogni grado di liberta é associata una trasformazione.
* Ad ogni link sara associata una trasformazione.
« Ci saranno tante matrici quanti sono i gradi di liberta + link.

* Notazione molto generale (approccio costruttivo).
* Notazione prolissa.

«Si arriva a 1 matrice di trasformazione, qualsiasi il numero di trasformazioni
elementari.

La matrice di trasformazione complessiva viene costruita in modo incrementale,
rispettando la gerarchia.
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Riassunto

* Ricostruzione 3D
» Catena cinematica

» La cinematica diretta

A.A. 2022-2023 33/40
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La cinematica diretta

dll

Data una sequenza temporale di angoli, & univocamente determinato lo

spostamento ci ciascun punto dello scheletro.

La procedura di calcolo é sequenziale
secondo la gerarchia dei joint, dalla
base all’end-effector.

AA. 2022-2023 34/40 ya

end
effecto
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Come animare uno scheletro s
Data la sequenza di angoli (relativi) & possibile determinare istante per
istante la posizione del braccio e dell’end-effector.

Basta applicare le matrici di trasformazione a partire dalla radice con i
parametri aggiornati. Concatenazione di trasformazioni (stack).

La notazione robotica di Denavit-Hartenberg & concisa e percio
particolarmente apprezzabile.

Perché non si utilizzano gli angoli di rotazione assoluti? Si potrebbero
utilizzare?
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Joint space (peso dei joint) Al

Rotazione attorno a Rotazione attorno a
P, (angolo B) P, (angolo o)
7 X La posizione dell’end effector ¢ diversa a parita di rotazione.
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Descrizione cinematica diretta %
(forma matriciale)

I, cos(a + B)+1,cos S +T,

ABs_ABsp= | ~hsin(a+f)=lysin f+T,
end 0
effector 1

ABS_ABS|:>(t)= ABSABSA\(1) P

% ABSABSP, (1) = f(au(t), B(L), T, (1), T, (1) | Iy, 1)
ABS ABSP () = f,((t), B(L), T(0), T,(0) | Iy, 1)
- X ABS ABSP (1) = f,(au(t), B(L), T, (1), T, (1) | Iy, 1)

Descrizione cinematica diretta _%

l,cos(a+ p)+1l,cos f+T,

P AL . ABS_ABSp = |~ I, sin (« +/32J— lysin B+T,
Z
o 1
>,/ end
~ effector
P |, cos(a(t)+ A(t))+1,cos (1) +T,(t)
ABS_ABSP (1) = |~ I, sin (a(t) + () -y sin B()+T,(t)
0
1
root

ABSABSP (1) = f(au(t), B(L), T,(t), T, (t) | 1o, 1)

Sequenza temporale di [a(t), B(1), T,(t), T,(t) ] =» sequenza

temporale di ABS_ABSP (¢), Jimi it

19



Descrizione cinematica diretta
(forma matriciale)

ABS_ABSP(t) - ABSiABg A(t) ep

ABS_ABSP (t) = f,(au(t), B(L), T, (1), T, (1) [ 1o, 11)
ABSABSP, (1) = f,(au(t), B(1), T, (1), T, () | Iy, 1)

ABS_ABSP_(t) = f,(au(t), B(), T,(1), Ty(t) [ o, 1)

una riga della matrice A per P.

AA. 2022-2023 39/40

Ciascuna di queste funzioni é rappresentata come prodotto di

2k
%’uu
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Riassunto
» Ricostruzione 3D
» (Catena cinematica
» La cinematica diretta
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